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摘 要:考虑了潜伏者具有传染力的因素，建立了一类具有双线性发生率的肺结核 SEIQＲ 模
型，讨论了无病平衡点及地方病的全局渐近稳定性．结合我国目前肺结核病发病情况，应用模型研
究的结果，分析了接种疫苗、隔离措施及模型中相关参数对疾病流行的影响，提出了预防控制疾病
的合理化建议．
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Abstract: A class of SEIQＲ epidemic model with infectious force is investigated in the latent period and biline-
ar incidence for tuberculosis． We discuss the global stability of the disease-free equilibrium and the endemic equi-
librium． We analyzed the effect of vaccination，quarantine and related parameters on the diseases，by combining
with the feature of the tuberculosis and applying the conclusions of this model． We put forward some suggestions on
control of disease．
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0 引 言

肺结核是常见的一种传染病，由于发病前具有

隐蔽性，一旦感染此病会对人体造成严重的危害．若
肺结核病染病者如果治疗不及时或不彻底，可能会

不断传染周围人，造成肺结核病的蔓延．疾病最有效
的控制方法是对染病者进行隔离治疗和对易感者进

行预防接种．中国疾病预防控制中心数据表明:肺结

核病已成为导致人类死亡最多的传染病之一． 多年
来，有关肺结核病防治问题，疾病防疫专家及生物数

学学者从不同角度对疾病的传染控制给予了多方位

的研究，已取得诸多结果［1 － 5］．
肺结核病人对具有较强的传染率，如何减少染

病者的有效的接触，控制疾病的传播，人们采取了不

同的方法，如，杜昕等分析了大学生肺结核感染情况

与发病特征，认为加强肺结核防治工作必要性，积极

做好新生肺结核病筛选，严把新生入学关，对染病者



采取隔离措施可有效控制疾病流行［6，7，8］．根据流行
病学调查数据分析，结核病可以通过控制传染源，切

断传播途径，定期检查，疫苗接种及宣传教育等方式

达到逐步减少染病者的人数，制定有效的结核病防

治策略是十分必要的［9］．
根据传染病的传染机理及肺结核传染特征，应

用传染病动力学模型研究疾病传播规律，有助于制

定疾病防控措施．文［10，11，12］研究了潜伏者和染
病者均具有传染力的 SEIQＲ 流行病模型，运用疾病
流行与灭绝的阈值，描述了无病平衡

苗，有益于对传染疾病控制的作用，得出对易感

者进行接种监控并适当增大隔离点和地方病平衡点

的全局稳定性充分条件，分析对染病者隔离与对易

感者接种疫强度，将有利于疾病的控制与消除，模型

研究的结果揭示了隔离和预防接种对疾病控制的积

极促进作用． 目前，有关这方面的研究已有许多结
果，基本是在理论上给出疾病流行的阈值及最终的

趋势限制条件．很少将研究的结果结合实际发病信
息给出预测性的描述．
本文考虑到患有肺结核的潜伏者也具有传染

力，改进了一类具有双线性发生率的肺结核 SEIQＲ
模型，分析肺结核病流行与灭绝变化规律，找到模型

的阈值．根据模型研究结果及目前我国公布肺结核
发病相关数据，分析结核病的隔离及接种对于疾病

控制的作用，以及模型中的相关参数如何影响疾病

变化趋势，为制定疾病的预防和控制措施提供有效

的理论依据．
若假设人口常数输入，考虑肺结核潜伏者、染病

者都具有传染力并且按双线性发生率接触易感者，

对易感者进行连续接种，建立如下模型

dS
dt = A － β1SI － β2SE － μS －mS

dE
dt = β1SI + β2SE － ( μ + ε) E

dI
dt = εE － ( δ + μ + d1 + γ) I

dQ
dt = δI － ( k + μ + d2 ) Q

dＲ
dt = kQ + γI － μＲ +

















mS

( 1)

其中，S，E，I，Q，Ｒ 分别为关于时间的易感者数量，
肺结核病潜伏者数量，肺结核病患者数量，隔离者数

量，免疫者数量; N表示总人口数，且 N = S + E + I +
Q + Ｒ; A表示常数输入量; β1，β2 分别表示肺结核潜

伏者、患病者的传染率; μ 表示人口平均死亡率; ε

表示潜伏者到发病者的转移率; δ 表示隔离率; d1 表

示染病者因病死亡率; d2 表示隔离者因病死亡率; γ
表示病人的治愈率; k 表示隔离者在隔离期的治愈
率; m表示对易感者的接种率．
由模型( 1) 可得

dN
dt = A － μN － d1 I － d2Q≤A － μN

模 型 ( 1 ) 的 可 行 域 为 Ω =

( S，E，I，Q，Ｒ) | 0≤S + E + I + Q + Ｒ≤ A{ }μ ，显然 Ω

是模型( 1) 的正向不变集．

2 模型性质

模型( 1) 平衡点满足
A － β1SI － β2SE － μS －mS = 0

β1SI + β2SE － ( μ + ε) E = 0

εE － ( δ + μ + d1 + γ) I = 0

δI － ( k + μ + d2 ) Q = 0

kQ + γI － μＲ +mS













= 0

( 2)

易求得模型( 1) 的无病平衡点为 P0 = ( A / ( μ +
m) ，0，0，0，Am /μ( μ +m) ) ．
当 I≠0 时，令

Ｒ0 =
Aβ1ε + Aβ2 ( μ + δ + d1 + γ)
( μ +m) ( μ + ε) ( μ + δ + d1 + γ)

由式( 2) 可求得如下关系式

S = A
( μ +m) Ｒ0

，I =
ε( μ +m) ( Ｒ0 － 1)

β1ε + β2 ( μ + d1 + δ + γ)

E =
μ + d1 + δ + γ

ε
I，Q = δ

k + μ + d2
I

Ｒ = ( mS + γI + kQ) · 1













μ
( 3)

定理 1 当 Ｒ0≤1 时，模型( 1) 仅存在无病平衡
点 P0 ;当 Ｒ0 ＞ 1 时，除存在无病平衡点 P0 外，模型

( 1) 还存在唯一地方病平衡点 P* ( S* ，E* ，I* ，Q* ，

Ｒ* ) ，P* 由式( 3) 确定．
定理 2 当 Ｒ0 ＜ 1 时，模型 ( 1 ) 无病平衡点 P0

是局部渐近稳定的;当 Ｒ0 ＞ 1 时，无病平衡点是不稳
定的．
证明模型( 1 ) 在无病平衡点 P0 处的雅克比矩

阵所对应特征方程为

( λ + μ) ［λ + ( k + d2 + μ) ］［λ + ( μ +m) ］{ λ2 +

［
Aβ2

( μ +m) + 2μ + ε + δ + d1 + γ］λ +
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( μ + ε) ( μ + δ + d1 + γ) ( 1 － Ｒ0 ) } = 0 ( 4)
显然 Ｒ0 ＜ 1 时，由二次型性质可知，方程( 4 ) 特

征根均为负值，则模型( 1 ) 的无病平衡点是局部渐
近稳定的; 当 Ｒ0 ＞ 1 时，无病平衡点是不稳定的，
证毕．
由于模型( 1) 的前三个方程与 Q，Ｒ 无关，所以

只需考虑模型( 1) 对应的子系统
dS
dt = A － β1SI － β2SE － μS －mS

dE
dt = β1SI + β2SE － ( μ + ε) E

dI
dt = εE － ( δ + μ + d1 + γ)











I

( 5)

模型( 5) 的可行域为 Ω' = { ( S，E，I) | 0≤S + E
+ I≤A /μ} ，Ω'是模型( 5) 的正向不变集．
定理 3 当 Ｒ0≤1 时，那么模型( 5) 的无病平衡

点 P0 ( A / ( μ +m) ，0，0 是全局渐近稳定的．
证明 取 Liapunov 函数 V = εE + ( μ + ε) I，它

沿着模型( 5) 求导数
V' = εE' + ( μ + ε) I' = ε［β1SI + β2SE － ( μ + ε) E］+
( μ + ε) ［εE － ( μ + d1 + δ + γ) I］=
εβ1SI + εβ2SE － ( μ + ε) ( μ + d1 + δ + γ) I≤
Aβ1ε
μ +m +

Aβ2 ( μ + d1 + δ + γ)
μ +m[ －

( μ + ε) ( μ + d1 + δ + γ ]) I =
( μ + ε) ( μ + d1 + δ + γ) ( Ｒ0 － 1) I
当 I = 0 或者 Ｒ0 = 1 时，V' = 0;当 Ｒ0 ＜ 1 时，V' ＜

0．由 Liapunov稳定性定理可知，P0 是模型( 5 ) 的全
局渐近稳定点．证毕．
考虑微分方程

x' = f( x) ，x∈D ( 6)
设 x( t，x0 ) 是方程( 6) 满足初始值 x( 0，x0 ) = x0

的解．给出两个假设:
( H1 ) 存在一个紧吸引子集 KD;
( H2 ) 方程( 6) 有唯一的平衡点 x∈D．

设 x→P( x) 是一个
n[ ]2 ×

n[ ]2 矩阵函数，当 x∈D

时，P( x) ∈C1 ．假设 P － 1 ( x) 存在且在 x∈K 时是连
续的，K是一个紧的吸引集．定义

q = lim
t→∞

sup
x0∈K

1
t ∫

t
0μ( B( x( s，x0 ) ) ) ds

其中 B = P fP
－ 1 + P f

［2］

x
P － 1 ．矩阵 P f 是 P( x) 沿 f方

向的方向导数，μ( B) 是矩阵 Lozinskil 测度，μ( B) =

lim
h→0 +

|1 + hB | － 1
h ．

引理 1［13］ 假设 D 是单连通的且满足( H1 ) 和

( H2 ) 成立． 如果 q ＜ 0，那么模型( 1 ) 的唯一平衡点
是全局稳定的．
定理 4 当 Ｒ0 ＞ 1 时，模型( 5) 是一致持久的．
证明 因为 Ω'是模型( 5) 的正向不变集，在 Ω'

的边界Ω'上总存在唯一的无病平衡点 P0 ．由定理 2
知，当 Ｒ0 ＞ 1 时，P0 不稳定．从而 P0 成为Ω'上唯一
最大不变集{ Nα} α∈A = { P0 } ，所以 W + ( Nα ) ∩{ Ω': x
∈Ω'，d( x，Ω') ≤ε} = ，由［13］引理 3. 6. 3 知模型
( 5) 是一致持久的．证毕．
定理 5 如果 Ｒ0 ＞ 1，且 2Aβ2 ＜ μ( μ + ε) 时，模

型( 5) 的正平衡点( S* ，E* ，I* ) 是全局渐近稳定的．
证明 模型( 5) 的雅克比矩阵为

J =

－ β1 I － β2E － ( μ +m) － β2S － β1S

β1 I + β2E β2S － ( μ + ε) β1S

0 ε －









n

其中 n = μ + d1 + δ + γ．
矩阵 J所对应的第二加法复合矩阵为

J［2］=

β2S － β1I － β2E － ( μ + ε + μ +m) β1S β1S

ε － β1I － β2E － ( μ +m + n) － β2S

0 β1I + β2E β2S － ( μ + ε + n









)

取 P( x) = P( S，E，I) = diag 1，EI ，
E( )I ，那么 P f

P － 1 = diag 0，E'E － I'
I ，

E'
E － I'{ }I ．

矩阵 B = P fP
－ 1 + PJ［2］P － 1可以写成分块矩阵

B =
B11 B12

B21 B( )
22

其中 B11 = β2S － β1 I － β2E － ( 2μ + m + ε ) ，B12 =
β1SI
E ，

β1SI[ ]E
，B21 =

εE
I[ ]0

T

B22 =

E'
E － I'

I － β1I － β2E － ( μ +m + n) － β2S

β1I + β2E
E'
E － I'

I + β2S － ( μ + ε + n









)

( 7)
利用估值方法求得 μ( B) ≤sup{ g1，g2 }

其中 g1 = μ1 ( B11 ) + | B12 |，g2 = | B21 | + μ1 ( B22 ) ，|
B12 |，| B21 |是关于 l1 向量范数的矩阵范数，μ1 是关

于 l1 范数的 Lozinskif测度．
由式( 7) 可得
μ1 ( B11 ) = β2S － β1 I － β2E － ( 2μ +m + ε) ，
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|B12 | =
β1SI
E ，|B21 | =

εE
I

g1 = － β1 I － β2E － ( μ +m) + β2S － ( μ + ε) + I
E β1S

( 8)
把 B22的每一列的非对角矩阵取绝对值，然后

加到相应的对角元素上得

B'22 =

E'
E － I'

I － μ － m － n － β2S

β1 I + β2E
E'
E － I'

I + 2β2S － ( μ + ε + n









)

取 B'22 的两个对角元素的最大值即得 μ
( B22 ) ，则

μ( B22 ) = max
E'
E － I'

I － μ －m － n{ ，

E'
E － I'

I + 2β2S － μ － ε － }n
g2 = sup{ g'2，g″2 }

其中

g'2 =
E'
E － I'

I + 2β2S － ( μ + ε) － n + εEI

g″2 =
E'
E － I'

I － ( μ +m) － n + εEI ( 9)

再由模型( 5) 后两个方程可得
β1SI
E = E'

E － β2S + ( μ + ε)

εE
I = I'

I +{ n
( 10)

将式( 10) 代入式( 9) 可得

g'2 =
E'
E + 2β2S － μ － ε

g″2 =
E'
E － μ －m ( 11)

当 2Aβ2 ＜ μ( μ + ε) 时，有

lim
t→∞

1
t ∫

t

T
g'2 ( t) dt≤ lim

t→∞

1
t ∫

t

T

E'
E + 2β2S － μ －( )ε dt≤

lim
t→∞

1
t ln

E( t)
E( T) + lim

t→∞

2Aβ2

μ
－ μ －( )ε t － T

t ＜ 0

而

lim
t→∞

1
t ∫

t

T
g1 ( t) dt≤ lim

t→∞

1
t ∫

t

T

E'
E + S'

S － A( )S
dt≤

lim
t→∞

1
t ln E( t)

E( T) + ln S( t)
S( T[ ]) － lim

t→∞
μ t － T

t ＜ 0

lim
t→∞

1
t ∫

t

T
g″2 ( t) dt≤ lim

t→∞

1
t ∫

t

T

E'
E － μ( )－ m dt≤

lim
t→∞

1
t ln

E( t)
E( T) － lim

t→∞
( μ + m) t － T

t ＜ 0

可得到 q = sup{ g1 ( t) ，g'2 ( t) ，g″2 ( t) } ＜ 0，由
引理 1 可得模型 ( 5 ) 的地方病平衡点全局渐近稳
定．证毕．
定理 6 如果 Ｒ0 ＞ 1，那么地方病平衡点 P1 =

( S* ，E* ，I* ，Q* ，Ｒ* ) 在区域 Ω 内是模型 ( 1 ) 的全
局渐近稳定点．
证明 由定理 5 可知，当 t→ + ∞时，( S，E，I)

→( S* ，E* ，I* ) ，由模型( 1) 的后两个方程可得( 1 )
的极限系统

dQ
dt = δI

* － ( k + d2 + μ) Q

dＲ
dt =mS

* + γI* + kQ － μ{ Ｒ

易得，当 t→∞时，Q( t) →Q* ，Ｒ( t) →Ｒ* ，模型

( 1) 的地方病平衡点是全局渐近稳定的．证毕．

3 数值模拟

取模型( 5 ) 中参数 A = 0. 1，β1 = 0. 3，β2 = 0. 4，

m =0. 1，μ = 0. 1，ε = 0. 8，d1 = 0. 01，δ = 0. 1，γ =
0. 6，k = 0. 2，d2 = 0. 005，并取初始值为 ( 1. 0，0. 5，
0. 3) ．经过计算，得到 P0 = ( 0. 5，0，0) ，Ｒ0 = 0. 350 ＜
1．由定理 3 知模型( 5 ) 无病平衡点 P0 是全局渐近

稳定的，模拟图如图 1．若取 m = 0. 01，γ = 0. 1，其他
参数取值不变的情况下，满足 2Aβ2 ＜ μ( μ + ε) ，Ｒ0 =
1. 129 ＞ 1，P* ( 0. 805，0. 031，0. 012 ) ． 由定理 5 知，
P* 是全局稳定的，模拟如图 2．
通过对比图 1 和图 2 可以得到，当增大接种率

m及治愈率 γ时，Ｒ0 ＜ 1，疾病不流行;当降低接种率
m及治愈率 γ 时，Ｒ0 ＞ 1，但通过调节治疗强度 γ 也
可以控制患者维持在一个较低的水平，使疾病趋于

较小的稳定值．

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

S
E
I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

图 1 无病平衡点 P0 全局稳定模拟图
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图 2 地方病平衡点 P* 全局稳定模拟图

4 模型应用

结核病患者及其潜伏者均具有较强的传染力，

一旦疾病蔓延，会严重地威胁着人类健康和社会发

展，因此，结核病防控是人类社会面临的公共卫生问

题．我国是全球 22 个结核病高负担国家之一，世界
卫生组织评估，目前我国结核病发病人数占全球的

16%，位居全球第二位．我国十分重视结核病的防治
工作，根据 2000 年全国调查结果，全国肺结核病人
150 万，约有 13 万人死于肺结核［14］． 2005 年底我国
的结核病患者发现率为 79%，患者的治愈率为
91% ． 2006 年下发了《全国结核病防治规划》，提出
了到 2010 年的阶段目标:医疗机构参与防治工作要
达 100%，全民结核病防治知识知晓率达 80%［15］．
目前许多人对结核病基本防治知识知晓率低，免疫

接种不及时，移民或人口流动都会对结核病的传播

都会产生影响．特别是大学生学习和生活集中，学习
负担重，易造成肺结核病的传播．由此高校应根据疫
情，积极做好预防，避免疾病流行．
肺结核病主要是通过空气传播，通过改变环境

卫生，可以降低接触率，对染病者隔离，对健康者做

好接种，提高医疗水平增加治愈率，可以有效的控制

疫情，因此，实施综合预防会降低发病率． 由此通过
改变参数 β1，β2，m，δ 在不同范围取值，借助模型
( 5) 的解的变化规律，了解疾病的变化趋势． 由文
［12］中所给数据可以估算出死亡率 0. 08，文［15］认
为没有及时发现的都转化为患病者，可得转移率约

为 0. 2，而发现的人群中治愈率较高，故可得疾病的
平均治疗率约为 0. 75． 从而取模型( 3 ) 中参数 A =
0. 1，μ = 0. 011，d1 = 0. 08，γ = 0. 75，ε = 0. 2． 下面针
对不同情况的隔离率和接种率，参数 β1，β2，m，δ 取
值范围参看表 1，在满足地方病平衡点 P* 全局稳定

( Ｒ0 ＞ 1 ) 条件下，讨论疾病发展趋势． 并取初值为

( 1. 0，0. 5，0. 3 ) ，绘出各种情况下地方病平衡点性
态图，如图 3 至图 8．

表 1 参数 β1，β2，m，δ对疾病的影响

m，δ β1，β2 平衡点 P* 模拟图 病人数量变化

m = 0. 15

δ = 0. 3

β1 = 0. 5

β2 = 0. 6
( 0. 31，0. 24，0. 04) 如图 3

β1 = 0. 5

β2 = 0. 8
( 0. 24，0. 29，0. 05) 如图 5

β1 = 0. 6

β2 = 0. 8
( 0. 23，0. 31，0. 06) 如图 7

逐渐增大接

触率，患病者

的数量不断

增加

m = 0. 1

δ = 0. 2

β1 = 0. 5

β2 = 0. 6
( 0． 30，0． 31，0． 06) 如图 4

β1 = 0. 5

β2 = 0. 8
( 0. 24，0. 35，0. 07) 如图 5

β1 = 0. 6

β2 = 0. 8
( 0. 23，0. 42，0. 08) 如图 6

当接触率相

同时，降低接

角率以及接

种率，患病者

数量增加
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图 3 当 m =0. 15，δ =0. 3，β1 = 0. 5，β2 = 0. 6 时
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图 4 当 m =0. 1，δ =0. 2，β1 = 0. 5，β2 = 0. 6 时

通过对比图 3 和 5 ( 或 4 和 6 ) 可得: 当接触率
β2 增大时，患病者数量增加; 对比图 5 和 7 ( 或 6 和
8) 可得:当接触率 β1 增大时，患者数量同样会有略

微增加．综上可知: 为防止疾病的蔓延，应降低接触
率 β2，尽量减少到人群密集的地区;降低接触率 β1，

对检测出的患者加强隔离，减少接触患者的机会，避

免疾病传播．
对比图 3 和图 4 可得:降低接种率和隔离率，基
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本再生数增大，患病者的数量增加．为了更好的控制
疾病，应尽量加大接种和隔离力度．而在肺结核疾病
控制中，有关公共的隔离措施很难掌握，通过加大疫

苗接种可以减缓疾病的蔓延，直至消灭疾病，调整参

数如表 2，满足 Ｒ0≤1．
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图 5 当 m =0. 15，δ =0. 3，β1 = 0. 5，β2 = 0. 8 时
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图 6 当 m =0. 1，δ =0. 2，β1 = 0. 5，β2 = 0. 8 时
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图 7 当 m =0. 15，δ =0. 3，β1 = 0. 6，β2 = 0. 8 时
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图 8 当 m =0. 1，δ =0. 2，β1 = 0. 6，β2 = 0. 8 时

表 2 隔离 δ对于肺结核的影响

参数取值 隔离率 δ 接种率 m

β1 = 0. 5，β2 = 0. 6

A = 0. 1，μ = 0. 011

γ = 0. 75，ε = 0. 2

0． 3

0． 2

0． 01

≥0． 314

≥0． 319

≥0． 330

从表 2 可得: 当隔离率 δ = 0. 3，只要接种率高
于 0. 314，就可防治疾病发生; 当隔离率 δ = 0. 2，只
要接种率高于 0. 319，也可避免疾病的发生; 由于肺
结核并不涉及公共隔离措施，所以隔离率比较低，一

般都是个人的防控，所以再次选取 δ = 0. 01，通过计
算可知: 只要接种率 m ＞ 0. 33，就可避免疾病的流
行．对比三种情况可知:隔离率较低并不会对疾病的
传播起决定性作用，应侧重的把控接种率．所以现实
中所谓的肺结核隔离，主要指的是自身的控制，减少

出入公共场所．在注重自身防控的同时，提高治愈率
以及接种率，可以控制疾病的发生．

5 疾病防控策略

肺结核病可以由多个途径传播，实施综合防病

措施可以减低疾病的发生．
1) 由于潜伏者的存在，使得疾病的控制有一定
的难度，为此应尽量避免到公共场所，减少被感染的

机会;

2) 加强预诊，做好疫情报告，降低由潜伏者向
患病者的转移率;

3) 对于检测出的患病者及时隔离，避免疾病的
蔓延;对于传染性病人，提供合格的抗结核药物以及

相应的医疗条件，提高病人的治愈率;同时加大对人

群的接种率;

4) 展开疾病的宣传与健康教育，动员患者和社
会力量，提高结合病防治知识水平;加强结核病控制

工作的研究．
防治结核病是一项社会性很强的工作，它不仅

需要有效的抗结核药物和控制措施，而且还需要社

会的积极参与．
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